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1. Die gegebene DGL
y”—5y'—|—6y=e% (*)

ist eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeflizienten.
Wir betrachten zuerst die homogene lineare DGL

y" =5y +6y =0, (*0)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (x)

XA =X =50+6 = (A —2)(\—3)
hat die zwei Nullstellen A\; = 2 (reell, einfach), Ay = 3 (reell, einfach).
Ein Fundamentalsystem von (o) besteht damit aus den 2 linear unabhéngigen Funktionen

p1(z) = e, o(z) =€, xR

Die allgemeine Losung von (%) ist damit

3x

Dy eo(T) = 16" + e, x e R, mit ¢1,co € R.

Partikulére Losung von (x):

Die rechte Seite von (x) ist von der Form b(z) = p(x) e*® = ¢** mit dem Polynom p(z) = 1 vom

Grad m = 0 und @ = 2; da a = 2 eine einfache Nullstelle von x(\) ist, ist also die Vielfachheit
a=1.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir also den Ansatz

op(z) = q(2) ™ = (rz + s)e**

mit dem Polynom ¢(z) = rz + s vom Grade m+a=0+1=1.

Nachdem x +—— se?® die homogene Gleichung (*o) 16st, konnen wir s = 0 withlen, machen also
jetzt den modifizierten Ansatz

op(z) = ree’®.

Es ist also dann

gog,(x) e2* 4+ orxe®

=r
oy () = 2re®® 4 2re®® + drze® = 4re®® 4 4rze®®,  jeweils z € R.



Damit ist

@p Losung von (x) <= ¢ (x) — 5¢),(z) + 6pp(z) = ¥ Vr eR
= 4re®® +drze® — 5 (re® + 2rze®) + 6(rze®®) = ¥ Vr e R
= 4re* —5re* — ¥ =0 VreR
— (—r—1e*=0VreR
— r=-1L

Damit ist dann

op(z) = —2**, T ER.

eine partikulidre Losung von (x)

Allgemeine Losung von (x):
Die allgemeine Losung von () ist damit

2x

p(x) = 0162:]0 + 026396 —xe*, x €R, mitcy,co €R.

. Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
y" + 16y = —sin(4x), (%)
und zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung
y' +16y =0 (%0)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (x)

x(A) = A2 416 = (A —4i) (A + 4i)

hat die beiden Nullstellen A; = 4i = 0 + 4¢ (komplex, einfach) sowie Ao = —4i (komplex, einfach).
Die allgemeine Losung von () ist damit

Deyeo () = 1% cos(dx) + c2e® sin(4x) = c1 cos(4z) + casin(4z), = € R, mit c1,co € R.

Partikuldre Losung von (x):

Die rechte Seite von () ist von der Form b(z) = p(x) e®”? sin(kx) = — sin(4x) mit der Polynom-
funktion p(z) = —1 vom Grade m = 0 und a = 0,k = 4. Da a + ki = 4i eine einfache Nullstelle
von x(A) ist, ist die Vielfachheit « =1, alsom+a=0+1=1.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir also den Ansatz
op(x) = qi(z) e cos(kx) + ga(x)e” sin(kx) = (rz + s1) cos(4x) + (rax + s2) sin(4x)

mit Polynomfunktionen ¢;(z) = mz + s; und gao(x) = rox + s2 jeweils vom Grade m + a = 1.
Nachdem x — sj cos(4z) und x — sysin(4z) die homogene Gleichung (xg) 16sen, kénnen wir
s$1 = so = 0 wahlen, machen also jetzt den modifizierten Ansatz

op(x) = raxcos(4x) + rox sin(4x).



Es ist dann

@, (x) = r1 cos(4x) — 4rizsin(4x) 4 rysin(4x) + 4rpx cos(4x)
@, (x) = —8rysin(4x) — 16712 cos(4x) + 8rp cos(4x) — 16ryx sin(4x)

und

@p Losung von (x) <= ¢ (x) + 16p,(z) = —sin(4z) Yz € R

<= —8rysin(4z) — 16712 cos(4x) + 8ry cos(4x) — 16rox sin(4x)
+ 16(r1z cos(4x) + roxsin(4x)) = —sin(4x) Ve € R
—8ry sin(4x) + 8rg cos(dx) = —sin(4dx) VYV € R
(—8r1 4 1)sin(4x) 4+ 8racos(dz) = 0 Vr € R
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1
r = 3 AN 1o =0.
Folglich ist
1
op(z) = 3% cos(4x), = €R,

eine partikuldre Losung von ().

Die allgemeine Losung von () ist damit

1
p(x) = c1 cos(4x) + cosin(4x) + 3% cos(4x), = €R, mitcy,co €R.

. Wir betrachten die homogene lineare DGL
y" +3y" +2y =0, (*0)
sowie die beiden inhomogenen linearen DGL

y///+3y//+2y/:e$’ (*1)

"

y" +3y" + 2y = a7, (*2)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (x)

X)) =X 4302120 =AM+ 30 +2) = AA+1D(A+2)

hat die Nullstellen A\; = 0 (reell, einfach) und A\; = —1 (reell, einfach) und Ao = —2 (reell, einfach).
Die allgemeine Losung von () ist damit

2 x eR, mitep,co,cg€R.

Pereares () = 1% 4 coe ™ + 367 = ¢ + coe T + cge”
Partikuldre Losung von (x):
Die rechte Seite von (x1) ist von der Form b(z) = e* = p(x) e** mit dem Polynom p(x) = 1 vom
Grad m = 0 und a = 1; da a = 1 keine Nullstelle von x()) ist, ist also ist die Vielfachheit oo = 0.

Fiir die partikuldre Losung 1 von (%) wihlen wir also den Ansatz

v1(x) = q(z) e = re'® =re®



mit dem Polynom ¢ (z) = r vom Grade m +a =0+ 0 = 0.
Es ist also dann

v1(x) =re”
() = re”
ol (x) =re®, jeweils z € R.
Damit ist
¢1 Losung von (x1) <= 1" (z) + 3¢ (z) + 24 (z) = €® Vz €R
< re’ +3re” +2re” =€ Vr eR
< (6br—1)e"=0VzreR
<~ L
r=- .
6
Also ist 1
o1(z) = gex, z €R,

eine partikuldre Losung von ().

Partikulédre Losung von (x2):

Die rechte Seite von (*3) ist von der Form b(z) = 22 = p(z) ¢** mit dem Polynom p(z) = 2% vom

Grad m = 2 und @ = 0; da a = 0 eine einfache Nullstelle von x(\) ist, ist also die Vielfachheit
a=1.

Fiir die partikulére Losung o von (x2) wihlen wir also den Ansatz
— ar __ 3 2 Oz __ 3 2
a(z) = qo(x) e = (ra’ + sz” + toe + u) e’ =ra’ + s2° +tx +u

mit dem Polynom go(z) = ra3 + sx? + to +u vom Grade m + a =2+ 1 = 3.
Nachdem z — u die homogene Gleichung (xg) 16st, kénnen wir v = 0 wéhlen, machen also jetzt
den modifizierten Ansatz

o(x) = ra’ + sz? + ta.

Es ist also dann

Damit ist

95 () + 3¢5 (2) + 205 (2) = 2* Yz €R
6r 4 3(6rx + 25) +2(3ra® + 25z +t) = 22 Vr €R
(6r — 1)z® + (18r +4s)z + (6r + 6s +2t) =0 Yz € R

o Losung von (kg) <
<~
<~
<~

A 3 Nt
r=— §=—— =
6 4

SRR

Damit ist dann ] 3 .
pa(x) = 6953 - ZxQ + % TE R.

eine partikulidre Losung von ()



Partikulére Losung von (x):
Nun ist nach 5.14 dann

1. 1., 3, 7
pp(@) = p1(z) + pal7) = e + gw?’ — P+, TER

eine partikuldre Losung von (k).

Allgemeine Losung von (x):
Die allgemeine Losung von () ist damit

1 1 3 7
o(x) = c1 + cae”® + ez + gex + 63:3 — 1332 + 2 € R, mitcy,c9,c3 €R.

. Wir bestimmen zuerst fiir festes a € R die Losung des AWP
Y —2ay +a*y =2 mit  y(0)=0, y'(0)=0

und suchen anschliefilend diejenigen a € R, fiir die die Losung die zusiitzliche Bedingung y(1) = 1
erfiillt.

Wir betrachten die inhomogene lineare lineare DGL
y' = 2ay + a’y = 2¢, (*)
sowie homogene lineare DGL
y' —2ay' +a*y = 0. (o)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (%)

XA =X —2aX+a* = (\—a)?

hat die Nullstelle A\; = A2 = a (reell, doppelt).
Die allgemeine Losung von (%) ist damit

Ger oo (@) = 1" + oz e, x € R, mit ci,co €R.

Partikuléire Losung von (x):
Die rechte Seite von (x) ist von der Form der Form b(x) = 2e** = p(z) e®* mit der Polynomfunktion
p(z) = 2 vom Grade m = 0 und der doppelten Nullstelle a von x()\), also ist die Vielfachheit oo = 2.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir also den Ansatz
op(T) = q(z) €™ = (ra® + sz +1t) ™

mit einer Polynomfunktion ¢(x) = rz? + sx 4t vom Grade m + a = 2; nachdem x — (sz + t)e®®
eine Losung der homogenen Gleichung (xg) ist, konnen wir s = ¢ = 0 wéhlen, machen also jetzt
den modifizierten Ansatz

Es ist dann

o) =2rz- e + ra’ - ae™

@p(x) = 2r e + 2arz ™ + 2arz ™ + a’ra? e

= 2re™ + darx €™ + a*ra? ™



und

@p Losung von (x) <= ¢ (x) — 2a¢,(z) + a?pp(r) = 2¢"* VYo € R
— (2r+4darz + a*rz?) — 2a(2rz + arz?) + a*ra® =2 Vo €R
— 2r=2 < r=1

Also ist

eine partikuldre Losung von (x).

Allgemeine Losung von (x):
Die allgemeine Losung von (%) ist damit

o(x) = c1e™® + oz e®™ + 2%, r € R, mit ¢y, co €R.

Losung des AWP:
Es ist

o' () = crae™ + cg €™ + coax €™ + 2xe” + ax’e®.

Wir bestimmen nun ¢, co € R so, daf die Anfangsbedingungen y(0) = 0 und 3/(0) = 0 erfiillt sind.
Es ergibt sich

0 01'60:0<:>61:0

y(0)
y(0)=0 a61+62'6020<2662:0.
c1=

Also ist
o(r) =x"€*", x€R,
Losung des AWP.

Diese Losung erfiillt nun wegen
(1) =1 = 12 e"=1 = =1 < a=0

genau dann die zusétzliche Bedingung y(1) = 1, wenn a = 0 gilt; in diesem Fall ergibt sich als

Losungsfunktion

0:R=R, ox) =212



